
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 1�1 (Ñàðàòîâ)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî√
x2 − 4x+ 5 +

√
3x2 − 12x+ 13 6 4x− x2 − 2.

2. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íåðàâåí-

ñòâîì

arcsin(2x) + arccos(2x) > π

4
· (y2 − 2).

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òà-

êîå öåëîå ÷èñëî p, ÷òî óðàâíåíèå x4 + px2 + q = 0 èìååò ÷åòûðå êîðíÿ,

îáðàçóþùèå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

4. Â òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ñóììà ñòîðîí AC è BC â 9/5 ðàç áîëü-

øå ñòîðîíû AB, âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí BC, AC è AB
â òî÷êàõ M , N è K ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

MNC ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíî r. Íàéäèòå ïðè äàííûõ óñëî-

âèÿõ:

à) íàèìåíüøåå çíà÷åíèå r;

á) âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ r.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

16x − 6 · 8x + 8 · 4x + (2− 2a)2x − a2 + 2a− 1 = 0

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 1�2 (Ñàðàòîâ)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî√
x2 + 2x+ 5 +

√
2x2 + 4x+ 3 6 2− 2x− x2.

2. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íåðàâåí-

ñòâîì

arcsin(3x) + arccos(3x) > π

6
· (y2 − 6).

3. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî q, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òà-

êîå öåëîå ÷èñëî p, ÷òî óðàâíåíèå x4 + 2px2 + q = 0 èìååò ÷åòûðå êîðíÿ,

îáðàçóþùèå àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

4. Â òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ñóììà ñòîðîí AC è BC â 15/7 ðàç áîëü-

øå ñòîðîíû AB, âïèñàíà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîí BC, AC è AB
â òî÷êàõ M , N è K ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà

MNC ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíî s. Íàéäèòå ïðè äàííûõ óñëî-

âèÿõ:

à) íàèìåíüøåå çíà÷åíèå s;

á) âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ s.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

81x − 6 · 27x + 8 · 9x + 2(1 + a)3x − 2a− a2 − 1 = 0

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ?

ìàðò 2018 ã.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 1�1 (2)

1. Ñðàâíåíèå ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ñîîòâåòñòâåííî.

Îòâåò: x = 2.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: x = −1.

2. Ïî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ −0, 5 6 x 6 0, 5. Ò.ê. arcsin(2x) + arccos(2x) =
π

2
,

òî −2 6 y 6 2.

Îòâåò: 4.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: 4.

3. Â ñèëó òîãî, ÷òî óðàâíåíèå áèêâàäðàòíîå, òî åãî êîðíè, îáðàçóþùèå àðèô-

ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, èìåþò âèä −3a, −a, a, 3a. Ò.å. óðàâíåíèå èìååò
âèä x4 − 10a2x2 +9a4 = 0, p = −10a2, q = 9a4. Òàê êàê 3|p| = 10

√
q, òî q �

ïîëíûé êâàäðàò, äåëÿùèéñÿ íà 9.

Îòâåò: q = 9.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: q = 9.

4.
SMNC

SABC
=

(p− c)2

ab
=

(a+ b− c)2

4ab
=

4(a+ b)2

81ab
.

Ïîñêîëüêó a+ b > 2
√
ab (çíàê ðàâíî äîñòèãàåòñÿ, òîëüêî â ñëó÷àå a = b),

òî 16(a+b)2

81ab > 4·4ab
81ab = 16

81 .

Ïåðåïèøåì îòíîøåíèå ïëîùàäåé â ñëåäóþùåì âèäå:

SMNC

SABC
=

4(a+ b)2

81ab
=

4

81

(
a

b
+ 2 +

b

a

)
=

4

81

(
t+

1

t
+ 2

)
,

ãäå t = a/b. Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåóãîëüíèêà âûòåêàþò íåðàâåí-

ñòâà: a+b > c, a+c > b, b+c > a ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî c = 5(a+b)/9 ïîñëåäíèè
íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùåìó: 7/2 > a/b > 2/7. Òàêèì îáðàçîì

t ∈ (2/7; 7/2). Ôóíêöèÿ f(t) = t+1/t ìîíîòîííî óáûâàåò íà (0; 1) è âîçðàñ-
òàåò íà (1;+∞). Ïîñêîëüêó f(2/7) = f(7/2), òî f(t) ∈ [f(1); f(7/2)) ïðè
t ∈ (2/7; 7/2). Ñëåäîâàòåëüíî SMNC

SABC
∈ [16/81; 2/7).

Îòâåò: à) 16/81. á) [16/81; 2/7).Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: à) 64/225. á)
[64/225; 4/11).

5. Çàìåíà 2x = t > 0. Óðàâíåíèå t4 − 6t3 + 8t2 + 2(1 − a)t − (a − 1)2 = 0
êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî (a − 1): (a − 1)2 + 2t(a − 1) − t4 + 6t3 − 8t2 = 0.
Ïîñêîëüêó D/4 = t2 + t4 − 6t3 + 8t2 = t2(t− 3)2, òî[

a− 1 = −t+ t2 − 3t = t2 − 4t

a− 1 = −t− t2 + 3t = −t2 + 2t.

Ò.å. çàäà÷à ðàâíîñèëüíà íàõîæäåíèþ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà
[
t2 − 4t+ 1− a = 0

t2 − 2t− 1 + a = 0

t > 0

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ.

Âîçìîæíû ñëó÷àè:

1) D1 > 0, 1− a > 0, D2 = 0 ⇒ íåò ðåøåíèé;

2) D1 = 0, D2 > 0, −1 + a > 0 ⇒ íåò ðåøåíèé;

3) D1 > 0, 1− a 6 0, D2 > 0, −1 + a > 0 ⇒ a ∈ (1; 2);

4) D1 > 0, 1− a > 0, D2 > 0, −1 + a 6 0 ⇒ a ∈ (−3; 1);

È íå çàáûòü ïðîâåðèòü â ñëó÷àÿõ 3) 4) òîò ìîìåíò, êîãäà óðàâíåíèÿ ìîãóò

èìåòü îáùèé êîðåíü. Óðàâíåíèÿ èìåþò îáùèé êîðåíü ïðè a = 1 è ïðè

a = −2.

Îòâåò: (−3;−2) ∪ (−2; 1) ∪ (1; 2).

Îòâåò ê âàðèàíòó: 2�2: (−2;−1) ∪ (−1; 2) ∪ (2; 3).



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 2�1 (Êåìåðîâî)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1√
x2 − x− 2− 2

6 2√
x2 + 14x+ 40− 4

.

2. ×èñëî â ñåìåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåõçíà÷íûì. Â ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 11 îíî çàïèñûâàåòñÿ òåìè æå òðåìÿ öèôðàìè, íî

â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà åãî çàïèñü â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

(íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ)?

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

6 tg x− tg 2x+ 5 ctg 3x = 0.

4. Â îêðóæíîñòè ðàäèóñà 5
√
2 ïðîâåäåíû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå õîðäû,

êîòîðûå òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ â îòíîøåíèè 6 : 1 è 2 : 3. Íàéäèòå
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õîðä.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñóììà äëèí ïðîìåæóò-

êîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî (âîçìîæíî ïóñòîå) ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

log2(x
2 + 4ax+ 4a2 − a) < 2,

ìåíüøå 2.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 2�2 (Êåìåðîâî)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

2√
x2 + 16x+ 55− 4

> 1√
x2 + x− 2− 2

.

2. ×èñëî â äåâÿòåðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåõçíà÷íûì. Â ñåìå-

ðè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ îíî çàïèñûâàåòñÿ òåìè æå òðåìÿ öèôðàìè, íî

â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà åãî çàïèñü â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

(íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ)?

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 ctg x+ tg 2x+ 2 tg 3x = 0.

4. Â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3
√
11 âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê, äèàãîíàëè êîòîðîãî

âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ â îòíîøåíèè 4 : 3
è 6 : 1. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî öåíòðà îêðóæíîñòè.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñóììà äëèí ïðîìåæóò-

êîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî (âîçìîæíî ïóñòîå) ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

log4(x
2 − 6ax+ 9a2 + a) < 1,

ìåíüøå 2.

ìàðò 2018 ã.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 2�1 (2)

1. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî
√
x2 + 14x+ 40− 2

√
x2 − x− 2(√

x2 − x− 2− 2
)(√

x2 + 14x+ 40− 4
) 6 0 ⇔


x2 + 14x+ 40− 4(x2 − x− 2)
(x2 − x− 6)(x2 + 14x+ 24)

6 0,

x2 − x− 2 > 0,
x2 + 14x+ 40 > 0.

⇔


(x− 8)(x+ 2)

(x− 3)(x+ 2)2(x+ 12)
> 0,

(x+ 1)(x− 2) > 0,
(x+ 10)(x+ 4) > 0.

Îòâåò: (−∞;−12) ∪ (−2;−1] ∪ [2; 3) ∪ [8;+∞).
Îòâåò ê âàðèàíòó 6�2: (−∞;−13) ∪ (−3;−2] ∪ [1; 2) ∪ [7;+∞).

2. Åñëè â ñåìåðè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëî çàïèñûâàåòñÿ êàê abc = 49a + 7b + c,
òî â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 11 îíî ðàâíî 121c+ 11b+ a. Çíà÷èò,
49a+7b+c = 121c+11b+a ⇐⇒ b = 12a−30c = 6(2a−5c). Òàê êàê b ∈ [0; 6],
òî ëèáî b = 6, 2a−5c = 1 (òîãäà c = 1, a = 3), ëèáî b = 0, 2a−5c = 0 (òîãäà
c = 2, a = 5). Â ïåðâîì ñëó÷àå ÷èñëî ðàâíî 3617 = 3 · 49 + 6 · 7 + 1 = 190,
âî âòîðîì � 5027 = 5 · 49 + 0 · 7 + 2 = 247.

Îòâåò: 190 è 247.

Îòâåò ê âàðèàíòó 7�2: 248. (Ýòî ÷èñëî 3059.)

3. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

5(tg x+ ctg 3x) = tg 2x− tg x ⇔ 5
cos 2x

cosx sin 3x
=

sinx

cosx cos 2x
⇔{

10 cos2 2x = cos 2x− cos 4x,
cosx ̸= 0, cos 2x ̸= 0, sin 3x ̸= 0.

⇔
[
cos 2x = −1

4 ,
cos 2x = 1

3 .

Îòâåò: ±1
2 arccos

(
−1

4

)
+ πn, ±1

2 arccos
(
1
3

)
+ πn, n ∈ Z.

Îòâåò ê âàðèàíòó 6�2: ±1
2 arccos

(
−1

2

)
+ πn, ±1

2 arccos
(
1
3

)
+ πn, n ∈ Z.

4. Ïóñòü O � öåíòð îêðóæíîñòè, R � åå ðàäèóñ, AC è BD � ðàññìàòðèâà-

åìûå õîðäû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå K. Îáîçíà÷èì AK = 6x, CK = x,
BK = 2y, DK = 3y.

Ïî òåîðåìå î ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðäàõ 6x2 = 6y2. Ïðîâåäåì ñåðåäèííûå

ïåðïåíäèêóëÿðû OM è ON ê õîðäàì AC è BD ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

MK = 6x− 7x
2 = 5x

2 , NK = 3x− 5x
2 = x

2 , OK2 = 26x2

4 .

Òàêèì îáðàçîì, 6x2 + 26x2

4 = R2 = 50, îòêóäà x = 2, OK =
√
26.

Îòâåò:
√
26. Îòâåò ê âàðèàíòó: 6�2:

√
51.

5. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òàêîìó

0 < (x+ 2a)2 − a < 4 ⇔ a < (x+ 2a)2 < 4 + a

1) Åñëè a < 0, òî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (x+2a)2 < 4+a, óäîâëåòâîðÿþùåå
òðåáîâàíèþ çàäà÷è, êîãäà 4 + a < 1 ⇔ a < −3.

2) Åñëè æå a > 0, òî ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
√
a < |x + 2a| <

√
4 + a,

óäîâëåòâîðÿþùåå òðåáîâàíèþ çàäà÷è, êîãäà
√
4 + a <

√
a+ 1 ⇔ a > 9/4.

Îòâåò: a < −3, a > 9/4.

Îòâåò ê âàðèàíòó 6�2: a < −9/4, a > 3.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 3�1 (×åëÿáèíñê)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1√
x− 2− 3

> 1√
x− 1− 2

.

2. Íåçíàéêà ñîáèðàåòñÿ ïðèãîòîâèòü êî äíþ ñâîåãî ðîæäåíèÿ òðè áî÷êè ìà-

ëèíîâîãî ìîðñà, ñìåøèâàÿ ìàëèíó ñ âîäîé, ïðè÷åì ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå

ìàëèíû â áî÷êàõ áóäåò òàêîâî, ÷òî åñëè ñìåøàòü ñîäåðæèìîå áî÷åê â ïðî-

ïîðöèè 1 : 2 : 3, òî ïîëó÷èòñÿ 10% ìîðñ, à åñëè â ïðîïîðöèè 5 : 4 : 3, òî
ïîëó÷èòñÿ 25% ìîðñ. Êàêèì áóäåò ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ìàëèíû â ìîð-

ñå ïðè ñìåøèâàíèè ðàâíûõ êîëè÷åñòâ èñõîäíûõ òðåõ ðàñòâîðîâ? Êàêèì

ïëàíèðóåòñÿ ñîäåðæàíèå ìàëèíû â òðåòüåé áî÷êå?

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì AB = 4, AC = 5 è

cos(∠B − ∠C) = 11/16.

4. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = − x2

1+x2 íàéäèòå ñóììó

f

(
1

2018

)
+ f

(
1

2017

)
+ . . .+ f

(
1

2

)
+ f(1)+ f(2)+ . . .+ f(2017)+ f(2018).

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå |x− y| ïðè óñëîâèè

(cos4 x+ 1)(4 cos4 y + 1) = 8 cos3 x cos2 y, x ∈ [π; 2π], y ∈ [π/2; 3π/2].

ìàðò 2018 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 3�2 (×åëÿáèíñê)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1√
x+ 1− 4

> 1√
x+ 2− 3

.

2. Íåçíàéêà ñîáèðàåòñÿ ïðèãîòîâèòü êî äíþ ñâîåãî ðîæäåíèÿ òðè áî÷êè ìà-

ëèíîâîãî ìîðñà, ñìåøèâàÿ ìàëèíó ñ âîäîé, ïðè÷åì ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå

ìàëèíû â áî÷êàõ áóäåò òàêîâî, ÷òî åñëè ñìåøàòü ñîäåðæèìîå áî÷åê â ïðî-

ïîðöèè 6 : 5 : 4, òî ïîëó÷èòñÿ 30%-é ìîðñ, à åñëè â ïðîïîðöèè 2 : 3 : 4,
òî ìàëèíû ïîëó÷èòñÿ â 5 ðàç ìåíüøå, ÷åì âîäû. Êàêèì áóäåò ïðîöåíòíîå

ñîäåðæàíèå ìàëèíû â ìîðñå ïðè ñìåøèâàíèè ðàâíûõ êîëè÷åñòâ èñõîäíûõ

òðåõ ðàñòâîðîâ? Êàêèì ïëàíèðóåòñÿ ñîäåðæàíèå ìàëèíû âî âòîðîé áî÷êå?

3. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, â êîòîðîì AB = 4, AC = 5 è

cos(∠B − ∠C) = 7/8.

4. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3

1+x3 íàéäèòå ñóììó

f

(
1

2018

)
+ f

(
1

2017

)
+ . . .+ f

(
1

2

)
+ f(1)+ f(2)+ . . .+ f(2017)+ f(2018).

5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå |x− y| ïðè óñëîâèè

(4 cos4 x+ 1)(cos4 y + 1) = 8 cos2 x cos3 y, x ∈ [0;π], y ∈ [3π/2; 5π/2].
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 3�1 (2)

1. Òàê êàê √
x− 2− 3 <

√
x− 1− 2,

òî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó[ √
x− 2 > 3,√
x− 1 < 2

⇔
[
x− 2 > 9
0 6 x− 1 < 4.

Îòâåò: 1 6 x < 5, x > 11.

Îòâåò ê âàðèàíòó 3�2: −2 6 x < 7, x > 15.

2. Ïóñòü p, q, r � îáúåìû ìàëèíû â îäíîì ëèòðå (ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå)

ðàñòâîðîâ â ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé áî÷êàõ ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì,

÷òî 0 6 p, q, r 6 1. Ïëàíû Íåçíàéêè îçíà÷àþò

{
p+ 2q + 3r = 6 · 0, 1
5p+ 4q + 3r = 12 · 0, 25.

⇒ p+ q + r = 0, 6 = 3 · 0, 2.

Äàëåå, óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 5, è âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî âòîðîå,
ïîëó÷àåì 6q + 12r = 0 ⇒ q = r = 0.

Îòâåò: 20%; 0. Îòâåò ê âàðèàíòó 3�2: 25%, 0.

3. Ïîñòðîèì íà AC òàêóþ òî÷êó D, ÷òî BD = DC. Òîãäà △BDC � ðàâíî-

áåäðåííûé, è óãîë ∠ABD = ∠ABC − ∠ACB. Îáîçíà÷èâ BD = DC = x,
ïîëó÷èì AD = 5− x. Òîãäà èç òåîðåìû êîñèíóñîâ â △ABD ïîëó÷èì:

(5−x)2 = 42+x2−2 ·4x cos(∠ABD) ⇐⇒ 25−10x = 16−8x · 11
16

⇐⇒ x = 2.

Òåïåðü â △ABD èçâåñòíû âñå ñòîðîíû, è åãî ïëîùàäü íàõîäèòñÿ ïî ôîð-

ìóëå Ãåðîíà: SABD =
√

9
2 · 1

2 · 5
2 · 3

2 = 3
√
15
4 . Ïîñëå ýòîãî

SABC = SABD · AC
AD

=
3
√
15

4
· 5
3
=

5
√
15

4
.

Îòâåò: 5
√
15/4.

Îòâåò ê âàðèàíòó 3�2: 15
√
15/8.

4. Òàê êàê

f(n) + f

(
1

n

)
= − n2

1 + n2
− 1/n2

1 + 1/n2
= −n2 + 1

1 + n2
= −1,

òî èñõîäíàÿ ñóììà ðàâíà

f(1) +
2018∑
k=2

(
f(k) + f

(
1

k

))
= − 1

1 + 1
− 2017 = −2017, 5.

Îòâåò: −2017, 5.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 3�2: 2017, 5.

5. Òàê êàê a2 cos4 t + 1 > 2|a| cos2 t (ïðè÷¼ì çíàê ðàâíî äîñòèãàåòñÿ ïðè

|a| cos2 t = 1, åñëè |a| > 1), òî

(cos4 x+ 1)(4 cos4 y + 1) > 8 cos2 x cos2 y > 8 cos3 x cos2 y.

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî êàê â ïåðâûõ äâóõ íåðàâåíñòâàõ (îòñþäà

cos4 x = 1 è 2 cos2 y = 1), òàê è â ïîñëåäíåì (îòñþäà cos2 x = cos3 x). Çíà-

÷èò, cosx = 1, cos y = ±
√
2
2 . Â óêàçàííûå èíòåðâàëû ïîïàäàþò çíà÷åíèÿ:

x = 2π, y = 3π/4 è y = 5π/4. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ðàçíîñòè: 3π/4.

Îòâåò: 3π/4.

Îòâåò ê âàðèàíòó 3�2: 7π/4.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 4�1 (Óôà)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå(
arcsin

3

5
− arccos

4

5

)
· x+ π = 2arctg 3 + arctg

3

4
.

2. Îäíàæäû äâà äðóãà âëîæèëè äåíüãè â îáùåå äåëî: êàæäûé âëîæèë ñâîþ

ñóììó, à âìåñòå � 1 ìëí ðóá. Çà íî÷ü îäèí èç íèõ âëîæèë â òî æå äåëî

äîïîëíèòåëüíóþ ñóììó. Ñêîëüêî âñåãî äåíåã îí âëîæèë â èòîãå, åñëè åãî

íîâàÿ äîëÿ â îáùåì äåëå îêàçàëàñü â 7 ðàç áîëüøå ïðåæíåé, òîãäà êàê

äîëÿ äðóãîãî � â 3 ðàçà ìåíüøå ïðåæíåé?

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

1

3
tg2 x+ 3 ctg2 x 6 2 cos3 3x.

4. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òàêàÿ òî÷êà D, ÷òî ∠ABD = ∠CBD =
40◦, ∠ACD = 20◦, ∠CAD = 30◦. Íàéäèòå:

à) óãëû ∠BAD è ∠BCD;

á) ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëü-

íèêîâ ABC è BCD, åñëè BC = 3.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

a4
1
x
−1 + (a− 1)2

1
x − a3 + 3a− 2 = 0

íå èìååò êîðíåé.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 4�2 (Óôà)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 arctg 5 + arctg
5

12
=

(
arcsin

4

5
− arccos

3

5

)
· x+ π.

2. Îäíàæäû äâà äðóãà âëîæèëè äåíüãè â îáùåå äåëî: êàæäûé âëîæèë ñâîþ

ñóììó, à âìåñòå � 1 ìëí ðóá. Çà íî÷ü îäèí èç íèõ âëîæèë â òî æå äåëî

äîïîëíèòåëüíóþ ñóììó. Ñêîëüêî âñåãî äåíåã îí âëîæèë â èòîãå, åñëè åãî

íîâàÿ äîëÿ â îáùåì äåëå îêàçàëàñü â 4 ðàçà áîëüøå ïðåæíåé, òîãäà êàê

äîëÿ äðóãîãî � â 4 ðàçà ìåíüøå ïðåæíåé?

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

3 tg2 x+
1

3
ctg2 x 6 2 sin3 3x.

4. Âíóòðè òðåóãîëüíèêàKLM âçÿòà òàêàÿ òî÷êàN , ÷òî ∠MKN = ∠LKN =
50◦, ∠MLN = 10◦, ∠LMN = 30◦. Íàéäèòå:

à) óãëû ∠KLN è ∠KMN ;

á) ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêîëî òðåóãîëü-

íèêîâ KLM è KLN , åñëè KL =
√
3.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå

(a+ 1)4
1
x
+2 + a2

1
x
+3 − a3 − 3a2 = 0

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 4�1 (2)

1. Ïîñêîëüêó arcsin 3
5 = arccos 4

5 è

2 arctg 3 + arctg
3

4
= π + arctg

3 + 3

1− 3 · 3
+ arctg

3

4
= π,

òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî 0 · x = 0.

Îòâåò: x ∈ R.
Îòâåò ê âàðèàíòó 8�2: x ∈ R.

2. Äîëÿ âòîðîãî óìåíüøèëàñü â 3 ðàçà ïðè íåèçìåííîé åãî ñóììå äåíåã, ïî-

ýòîìó îáùàÿ ñóììà óâåëè÷èëàñü â 3 ðàçà, à çíà÷èò, ïåðâûé âíåñ åùå 2 ìëí

ðóá. Îáîçíà÷èâ åãî îáùóþ ñóììó äåíåã ÷åðåç x (ìëí ðóá.), ïîëó÷àåì

x

3
= 7 · x− 2

1
⇒ x = 2,1.

Îòâåò: 2,1 ìëí ðóá.

Îòâåò ê âàðèàíòó 8�2: 3,2 ìëí ðóá.

3. Ïî íåðàâåíñòâó ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè-

÷åñêèì 1
3 tg

2 x + 3 ctg2 x > 2, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëè
1
3 tg

2 x = 3 ctg2 x ⇔ tg x = ±
√
3 ⇔ x = ±π

3 + πk, k ∈ Z. Ïðè ýòîì

2 cos3 3x 6 2, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî åñëè x = 2πm
3 , m ∈ Z.

Íàéäåííûå ñåðèè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ìíîæåñòâó x = ±2π
3 + 2πn, n ∈ Z.

Îòâåò: ±2π
3 + 2πn, n ∈ Z.

Îòâåò ê âàðèàíòó 8�2: π
6 + 2πn, 5π

6 + 2πn, n ∈ Z.
Ðåøåíèå âàðèàíòà 8�2.

Íóæíî ïåðåñå÷ü ñåðèè x = ±π
6 + πk, k ∈ Z è x = π

6 + 2πm
3 , m ∈ Z.

4. à) Òî÷êà B îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êàìè A, C, D îäíîçíà÷íî (èç íå¼ îáà îòðåçêà

AD, CD âèäíû ïîä óãëîì 40◦), ïðè÷¼ì çàâåäîìî ãîäèòñÿ òàêàÿ òî÷êà B,
÷òî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì D, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîíû AC, âïèñàíà â óãîë

ABC (òî åñòü âïèñàíà â òðåóãîëüíèê ABC). Çíà÷èò, ýòî è åñòü òà ñàìàÿ

òî÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BAD = ∠CAD = 30◦ è ∠BCD = ∠ACD = 20◦.

á) Ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC, ðàâåí
BC

2 sin 60◦ = 3

2
√

3
2

=
√
3. Íî ∠BDC = 180◦ − 40◦ − 20◦ = 120◦, ïîýòîìó

ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà BCD, òàêæå ðàâåí

BC
2 sin 120◦ =

√
3. Çíà÷èò, èõ îáùàÿ õîðäà BC ïåðåñåêàåò îòðåçîê ìåæäó öåí-

òðàìè â åãî ñåðåäèíå, à äëèíà ýòîãî îòðåçêà ðàâíà 2
√

3− 9
4 =

√
3.

Îòâåò: à) 30◦ è 20◦; á)
√
3.

Îòâåò ê âàðèàíòó 8�2: à) 10◦ è 30◦; á) 1.

5. Îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t = 2
1
x
−1 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

at2 + 2(a− 1)t− a3 + 3a− 2 = 0.

Ôóíêöèÿ f(x) = 2
1
x
−1 ïðèíèìàåò âñå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, êðîìå 1

2 .

Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé, åñëè êîðíè óðàâíåíèÿ îò-

íîñèòåëüíî t íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó (0; 12)∪(12 ; +∞). Ïðè a = 0 èìååì
t = −1, ïîýòîìó òàêîå a ïîäõîäèò. Ïðè a ̸= 0 ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,

êîðíè êîòîðîãî ðàâíû t1 = a − 1, t2 = − (a−1)(a+2)
a . Íàõîäèì ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé a, ïðè êîòîðûõ t1, t2 ∈ (−∞; 0] ∪ {1
2}:

[
a− 1 6 0,
a− 1 = 1

2 ,[
− (a−1)(a+2)

a 6 0,

− (a−1)(a+2)
a = 1

2 ,

⇔



[
a 6 1,
a = 3

2 , a > 1,
−2 6 a < 0,

a = −3±
√
41

4 ,

⇔


−2 6 a < 0,
a = 1,
a = 3

2 ,

a = −3±
√
41

4 .

Îòâåò: −2 6 a 6 0, a = 1; 32 ;
−3±

√
41

4 .

Îòâåò ê âàðèàíòó 8�2: Äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó {a ∈ R : a ∈
[−3;−1) ∪ {0; 4; −7±

√
33

2 }}.
Ðåøåíèå âàðèàíòà 8�2. Óðàâíåíèå

(a+ 1)t2 + 2at− a3 − 3a2 = 0

äîëæíî èìåòü õîòÿ áû îäèí êîðåíü â ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) =

2
1
x
+2, ò. å. â (0; 4) ∪ (4;+∞). Ïðè a = −1 îíî èìååò êîðåíü t = −1. Ïðè

a ̸= −1 åãî êîðíè ðàâíû t1 = a, t2 = −a(a+3)
a+1 .
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 5�1 (Æåëåçíîâîäñê)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

lg
(
−x3 − x

)
= log2 |x| .

2. Íà âûáîðàõ êàíäèäàò ïîëó÷èë îò 50, 332% äî 50, 333% ãîëîñîâ. Êàêîå ïðè

ýòîì ìîãëî áûòü íàèìåíüøåå ÷èñëî èçáèðàòåëåé?

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1√
x+ 2 +

√
x+ 3

+
1√

x+ 3 +
√
x+ 4

+ ...+
1√

x+ 2017 +
√
x+ 2018

= 42.

4. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îñíîâàíèþ âûñîòû AD
îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòíîñèòåëüíî ñòîðîí AC è AB, ïåðå-
ñåêàåò ýòè ñòîðîíû â òî÷êàõ E è F , ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè B äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ BE è CF , åñëè AC = b è

∠ABC = β.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èõ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

(x+ log4 |a|)(x+ log|a| 4)(x
2 + 10 · 2ax+ a2 − 3) > 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x.
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Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 5�2 (Æåëåçíîâîäñê)

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

log30
∣∣x3 + x

∣∣ = log3(−x).

2. Íà âûáîðàõ êàíäèäàò ïîëó÷èë îò 50, 439% äî 50, 44% ãîëîñîâ. Êàêîå ïðè

ýòîì ìîãëî áûòü íàèìåíüøåå ÷èñëî èçáèðàòåëåé?

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

1√
x+ 3 +

√
x+ 4

+
1√

x+ 4 +
√
x+ 5

+ ...+
1√

x+ 2018 +
√
x+ 2019

= 42.

4. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè, ñèììåòðè÷íûå îñíîâàíèþ âûñîòû AD
îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòíîñèòåëüíî ñòîðîí AC è AB, ïåðå-
ñåêàåò ýòè ñòîðîíû â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå

îò òî÷êè C äî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ BE è CF , åñëè AB = c è

∠ACB = γ.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êàæäîì èõ êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

(x− log4 |a|)(x− log|a| 4)(x
2 − 10 · 2−ax+ a2 − 3) > 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî x.
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Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 5�1 (2)

1. Òàê êàê 0 < −x3 − x = −x(x2 +1), òî x < 0. Ïîëîæèì lg
(
(−x)3 + (−x)

)
=

log2 (−x) = t. Òîãäà{
−x = 2t,
(−x)3 + (−x) = 10t

⇔ 8t + 2t = 10t ⇔ 1 +

(
1

4

)t

=

(
5

4

)t

.

Ñëåâà óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, à ñïðàâà âîçðàñòàþùàÿ. Åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå t = 1. Îòâåò: x = −2. Îòâåò ê âàðèàíòó 5�2: x = −3.

2. Ïóñòü áûëî n èçáèðàòåëåé, è çà äàííîãî êàíäèäàòà îòäàíî k ãîëîñîâ. Òîãäà 0, 50332 6
k
n
6 0, 50333, è 1, 00664 6 2k

n
6 1, 00666. Åñëè îáîçíà÷èòü m = 2k− n, òî 0, 00664 6 m

n
6

0, 00666.

• Åñëè m = 1, òî 150, 1 < 1
0,00666

6 n 6 1
0,00664

< 150, 7 � íåò öåëûõ ðåøåíèé.

• Åñëè m = 2, òî 300 < 2
0,00666

6 n 6 2
0,00664

< 302. Íî åñëè n = 301 è m = 2, òî
ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ k íå ñóùåñòâóåò.

• Åñëè m = 3, òî 450 < 3
0,00666

6 n 6 3
0,00664

< 452. Çíà÷èò, n = 451, k = 227, è âñå

íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ.

Îòâåò: 451. Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: 341.

3. Èìååì

42 = 1√
x+2+

√
x+3

+ 1√
x+3+

√
x+4

+ ...+ 1√
x+2017+

√
x+2018

≡
≡

(√
x+ 3−

√
x+ 2

)
+

(√
x+ 4−

√
x+ 3

)
+ ...

(√
x+ 2018−

√
x+ 2017

)
≡

≡
√
x+ 2018−

√
x+ 2 ⇔

⇔ 42(
√
x+ 2018 +

√
x+ 2) = 2018− 2 ⇔ x = 7.

Îòâåò: x = 7. Îòâåò ê âàðèàíòó 5�2: x = 6.

4. Ïóñòü ∠A = α, ∠C = γ, φ = ∠DEC = ∠CEG; G,H− òî÷êè, ñèì-

ìåòðè÷íûå òî÷êå D îòíîñèòåëüíî AC è AB ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.

1). Òî÷êè A,D,C è G ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì AC. Òàê êàê

∠GDC = π
2 − γ, ∠AGH = π−2α

2 = π
2 − α, òî

φ =
(π
2
− γ

)
+
(π
2
− α

)
= π − (α+ γ) = β.

Ïîýòîìó ∠CDE = α.

Åñëè BQ � âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC, òî óãëû òðåóãîëüíèêà DQC ðàâíû

α, β, γ (ñì. ðèñ. 2), çíà÷èò △DQC = △DEC, ò.å. E = Q è BE−âûñîòà
òðåóãîëüíèêà ABC. Åñëè P �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò AD è BQ, òî BP =
b · ctgβ.
Îòâåò: b · ctgβ. Îòâåò ê âàðèàíòó 5�2: c · ctgγ.

°

A

B

E

CD

G

H

F Á

Á

°

A

B

Q

CD

P
®

¯

F

Ðèñ. 1: Ðèñ. 2:

5. Ïóñòü g(x) = (x+ log4 |a|)(x+ log|a| 4), h(x) = x2 +10 · 2ax+ a2 − 3 è dh(a)
� ÷åòâåðòü äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà h(x). Íåðàâåíñòâî âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà:

à) êîðíè g(x) ñîâïàäàþò, à à êîðíè h(x) èëè îòñóòñòâóþò, èëè ñîâïàäàþò;

á) ïàðà êîðíåé g(x) ñîâïàäàåò ñ ïàðîé êîðíåé h(x).

Óñëîâèÿ ïóíêòà à) îçíà÷àþò: log4 |a| = log|a| 4, dh(a) 6 0. Ðåøàÿ óðàâíåíèå,

ïîëó÷àåì log4 |a| = log|a| 4 ⇔ (log4 |a|)2 = 1.

Åñëè log4 |a| = 1 ⇔ |a| = 4, òî èëè a = 4 è dh(4) = (5 · 16)2 − 13 > 0, èëè
a = −4 è dh(−4) = (5/16)2 − 13 < 0.

Åñëè log4 |a| = −1 ⇔ |a| = 1
4 , òî ñâîáîäíûé ÷ëåí h(x) ðàâåí a2 − 3 =

1
16 − 3 = −47

16 < 0, ïîýòîìó h(x) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

Óñëîâèÿ ïóíêòà á) îçíà÷àþò, ÷òî h(x) = g(x). Ïîýòîìó{
a2 − 3 = log4 |a| · log|a| 4 ≡ 1,

10 · 2a = log4 |a|+ log|a| 4.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû îçíà÷àåò, ÷òî a2 − 3 = 1 ⇔ |a| = 2, è òîãäà

log4 |a|+ log|a| 4 = 10 · 2a =
5

2
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè a = −2.

Îòâåò: a = −4; a = −2. Îòâåò ê âàðèàíòó 5�2: a = 4; a = 2.
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