
Îòáîðî÷íûé ýòàï îëèìïèàäû ¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû!¿ ïî ìàòåìàòèêå äëèëñÿ 24 ÷àñà. Îí ñîñòîÿë

èç áëèö-òóðà (6 çàäà÷, îòâåòû ê êîòîðûì íóæíî îòïðàâèòü â òå÷åíèå 3 ÷àñîâ) è òâîð÷åñêîé ÷àñòè (3

çàäà÷è, ïîëíîå ðåøåíèå êîòîðûõ íóæíî îòïðàâèòü â òå÷åíèå îñòàâøåãîñÿ âðåìåíè).

Îòáîðî÷íûé ýòàï. Áëèö-òóð

Êàæäûé ó÷àñòíèê áëèö-òóðà ïîëó÷àë ñâîé íàáîð çàäà÷, îòëè÷àþùèéñÿ îò íàáîðîâ çàäà÷ äðóãèõ

ó÷àñòíèêîâ. Ïðèâîäèì òèïè÷íûé íàáîð èç øåñòè çàäà÷ áëèö-òóðà.

1. �åøèòå íåðàâåíñòâî (x− 2) ·
√

2x−2
x−2 6 x+ 2.

Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó íåðàâåíñòâó è

íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 12.

Îòâåò: −25.

�åøåíèå. Ïðè x > 2 ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïîëîæèòåëüíû, è ïîýòîìó èñõîäíîå

íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(x− 2)2 · 2 (x− 1)

x− 2
6 (x+ 2)2 ⇐⇒ 2 (x− 2) (x− 1) 6 x2 + 4x+ 4

x2 − 10x 6 0 x ∈ [0; 10]. Çíà÷èò, x ∈ (2; 10] .

Ïðè x ∈ (1; 2] íåðàâåíñòâî íå îïðåäåëåíî. Ïðè x ∈ [−2; 1] íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî (ëåâàÿ åãî ÷àñòü
îòðèöàòåëüíà, à ïðàâàÿ íåîòðèöàòåëüíà).

Íàêîíåö, ïðè x < −2 ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè íåðàâåíñòâà îòðèöàòåëüíû, è ïîýòîìó èñõîäíîå íåðà-
âåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

(x− 2)2 · 2 (x− 1)

x− 2
> (x+ 2)2 ⇐⇒ x2 − 10x > 0 ⇐⇒ x ∈ (−∞; 0] ∪ [10; +∞).

Çíà÷èò, x ∈ (−∞; −2).

Òàêèì îáðàçîì, x ∈ (−∞; 1] ∪ (2; 10]. Â èíòåðâàë [−12; 12] âõîäÿò öåëûå ÷èñëà −12, −11, −10, ...,
−1, 0, 1, 3, 4, . . . , 10. Èõ ñóììà ðàâíà −12− 11− 2 = −25.

2. �åøèòå óðàâíåíèå sin 3x +sinx = 4 sin3x . Â îòâåòå óêàæèòå ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå êîðíåé óðàâíåíèÿ,

ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó

[

− 35π
6 ;− 11π

2

]

, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèâ ýòî ÷èñëî äî äâóõ çíàêîâ

ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: −18, 06.

�åøåíèå. Ïåðåõîäÿ îò ñóììû ñèíóñîâ ê ïðîèçâåäåíèþ, ïîëó÷àåì 2 sin 2x cosx = 4 sin3 x, îòêóäà
sinx = 0 èëè sin2 x = cos2 x, òî åñòü x = πk, x = π

4 + πn
2 , k, n ∈ Z. Â çàäàííûé èíòåðâàë

[

π
6 − 6π; π2 − 6π

]

ïîïàäàåò îäíî çíà÷åíèå x = π
4 − 6π = − 23

4 π ≈ −18, 06.

Ìîæíî áûëî ðåøèòü çàäà÷ó èíà÷å, ñ ïîìîùüþ �îðìóëû ñèíóñà òðîéíîãî óãëà.

3. Èç òî÷êè M , ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèê ABC, ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿðû MD, ME, MF íà

ñòîðîíû BC, AC, AB ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ê ïëî-

ùàäè òðåóãîëüíèêà DEF , åñëè èçâåñòíî, ÷òî BC = a, AC = b, AB = c, MD = k, MF = m. Â

ñëó÷àå, åñëè îòâåò áóäåò íåöåëûì ÷èñëîì, îêðóãëèòå åãî äî áëèæàéøåãî öåëîãî.

a = 8, b = 7, c = 6, k = 3, m = 1.

Îòâåò: 6.



�åøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå l = ME, S1 = S△MFD, S2 = S△MDE , S3 = S△MEF , S = S△ABC .

Èç ðàâåíñòâà S = 1
2 (mc+ ka+ lb) íàéäåì

l =
2S −mc− ka

b
.

Ñïðàâåäëèâî

S1

S
=

1
2 ·mk · sin (π − β)

1
2 · ac · sinβ =

mk

ac
,

S2

S
=

lk

ab
,

S3

S
=

lm

bc
.

Ñëîæèâ ïî÷ëåííî âñå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

S1 + S2 + S3

S
=

mk

ac
+

lk

ab
+

lm

bc
=

mk

ac
+

(

k

a
+

m

c

)

· 2S −mc− ka

b2
.

Òàêèì îáðàçîì, îòâåò:

(

mk

ac
+

(

k

a
+

m

c

)

· 2S −mc− ka

b2

)−1

,

ãäå S =
√

p (p− a) (p− b) (p− c), p = a+b+c
2 . Ïîäñòàíîâêà ÷èñëîâûõ äàííûõ ïðèâîäèò ê âûêëàä-

êàì, èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, áëèæàéøåå öåëîå åñòü 6.

4. �åøèòå ñèñòåìó

{

3
(

x4 + y4
)

= 17
(

x3y + xy3
)

,
x2 + y2 = 6.

Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ xk + yk äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (xk, yk) ñèñòåìû è íàéäèòå ñðå-

äè íèõ ìàêñèìàëüíîå. Â îòâåòå óêàæèòå íàéäåííîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ïðè íåîáõîäèìîñòè

îêðóãëèâ åãî äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 2,83.

�åøåíèå. Çàìåíà a = x2 + y2, b = xy ñâîäèò ñèñòåìó ê ñëåäóþùåé:

{

3
(

a2 − 2b2
)

= 17ab,
a = 6.

Îòñþäà b2 + 17b− 18 = 0, è b ðàâíî 1 èëè −18.

Åñëè a = 6, b = 1, òî

{

x2 + y2 = 6,
xy = 1

⇔
{

(x+ y)
2
= 8,

(x− y)2 = 4
⇔

{

|x+ y| = 2
√
2,

|x− y| = 2.

Åñëè a = 6, b = −18, òî

{

x2 + y2 = 6,
xy = −18.

Çäåñü ðåøåíèé íåò.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x+ y ðàâíî 2
√
2 ≈ 2, 83.

5. Äâà øêîëüíèêà êàòàþòñÿ íà êîíüêàõ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè ïî çàìêíóòîìó êðóãó áåãîâîé äî-

ðîæêè ëåäîâîãî ñòàäèîíà. Åñëè îíè áåãóò â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ, òî èõ âñòðå÷è ïðîèñõîäÿò â

÷åòûðå ðàçà ÷àùå, ÷åì ïðîèñõîäÿò îáãîíû â ñëó÷àå, êîãäà îíè áåãóò â îäíîì íàïðàâëåíèè. Ñêî-

ðîñòü îäíîãî èç øêîëüíèêîâ ðàâíà 6 ì/ñåê. Íàéäèòå íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñêîðîñòü äðóãîãî

øêîëüíèêà (â ìåòðàõ â ñåêóíäó).

Îòâåò: 3,6.

�åøåíèå. Ïðè äâèæåíèè íàâñòðå÷ó âðåìÿ ìåæäó âñòðå÷àìè ðàâíî t1 = L
V1+V2

, ïðè ïîïóòíîì

äâèæåíèè âðåìÿ ìåæäó îáãîíàìè: t2 = L
V1−V2

(çäåñü L � äëèíà îäíîãî êðóãà, V1, V2 � ñêîðîñòè).

Ïî óñëîâèþ

t2
t1

= 4, ïîýòîìó V1+V2

V1−V2

= 4, îòêóäà V2

V1

= 3
5 .

Òàê êàê íåèçâåñòíî, ñêîðîñòü êîãî èç øêîëüíèêîâ äàíà, òî èëè

6
V

= 3
5 (òîãäà V = 10 ì/ñåê), èëè

V
6 = 3

5 (òîãäà V = 3, 6 ì/ñåê). Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðàâíî 3,6.



6. Íàéäèòå ñóììó âñåõ öåëûõ çíà÷åíèé a, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 20, ïðè êàæäîì

èç êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

x2 + (a+ 1)x− 6a2 + 3a < 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ [1; 5] .

Îòâåò: −5.

�åøåíèå. Ïî îáðàòíîé òåîðåìå Âèåòà êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ f (x) = x2 + (a+ 1)x − 6a2 + 3a
èìååò êîðíè −3a è 2a − 1. Òàê êàê âåòâè ýòîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè íàïðàâëåíû ââåðõ, òî

óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåñü îòðåçîê [1; 5] öåëèêîì íàõîäèòñÿ

ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ. Çíà÷èò,

[

−3a < 1 < 5 < 2a− 1,
2a− 1 < 1 < 5 < −3a

⇔
[

a > 3,
a < − 5

3 = −1 2
3 .

Ïîýòîìó èñêîìàÿ ñóììà åñòü −20− 19− · · · − 2 + 4 + · · ·+ 20 = −3− 2 = −5.

Íàáîð òâîð÷åñêèõ çàäà÷.

I. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 59 · 61.

Îòâåò: 37790.

�åøåíèå. Â îáùåì âèäå:

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ (2n− 1) · (2n+ 1) =

= (2− 1) (2 + 1) + (4− 1) (4 + 1) + · · ·+ (2n− 1) (2n+ 1) =

= 22 − 1 + 42 − 1 + · · ·+ (2n)
2 − 1 =

= 4
(

12 + 22 + · · ·+ n2
)

− n =

=
4n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n =

n (2 (n+ 1) (2n+ 1)− 3)

3
.

Â íàøåì ñëó÷àå ïðè n = 30 ïîëó÷àåì

30(2·31·61−3)
3 = 10 · (62 · 61− 3) = 37790.

Âàðèàíòû.

1.1. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 59 · 61.
Îòâåò: 37790.

1.2. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 69 · 71.
Îòâåò: 59605.



1.3. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 79 · 81.
Îòâåò: 88520.

1.4. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 89 · 91.
Îòâåò: 125535.

1.5. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 73 · 75.
Îòâåò: 70263.

1.6. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 83 · 85.
Îòâåò: 102298.

1.7. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 93 · 95.
Îòâåò: 142833.

1.8. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 71 · 73.
Îòâåò: 64788.

1.9. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 81 · 83.
Îòâåò: 95243.

1.10. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 91 · 93.
Îòâåò: 133998.

1.11. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 65 · 67.
Îòâåò: 50083.

1.12. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 75 · 77.
Îòâåò: 76038.

1.13. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 85 · 87.
Îòâåò: 109693.

1.14. Íàéäèòå ñóììó

1 · 3 + 3 · 5 + 5 · 7 + · · ·+ 95 · 97.
Îòâåò: 152048.



II. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíå-

íèÿìè y − 2x − 1 = 0, y − 7 + 3x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 2x− 1) (y − 7 + 3x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

�åøåíèå. 1. Ïåðâûå òðè ìíîæåñòâà � ïðÿìûå ëèíèè (ñì. ðèñóíîê 1). ×åòâåðòîå ìíîæåñòâî çàêðàøå-

íî íà ðèñóíêå, îíî ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ îáëàñòåé: öåíòðàëüíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ äàííûìè

ïðÿìûìè, è òðè ïîëóáåñêîíå÷íûå îáëàñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà äâóìÿ ïðÿìûìè.

A B

CD

O x

y

C

�èñ. 1:

2. �àññìîòðèì ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñóíêå ñèòóàöèþ, êîãäà òî÷êà D íàõîäèòñÿ âíóòðè öåíòðàëüíîãî

òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû a, b, 
. Îáîçíà÷èì AD = x, BD = y, CD = z.

Òîãäà ìû ìîæåì íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà S (â îáùåì ñëó÷àå � ïî �îðìóëå �åðîíà, à â

äàííîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îäíà èç ñòîðîí ïàðàëëåëüíà îñè, êàê ïîëóïðîèçâåäåíèå îñíîâàíèÿ

íà âûñîòó). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïëîùàäü ðàâíà

ax+by+cz
2 .

Òàêèì îáðàçîì, 2S = ax + by + cz. Äàëåå ìîæíî ñäåëàòü îöåíêó ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà:

4S2 = (ax+ by + cz)
2
6

(

a2 + b2 + c2
) (

x2 + y2 + z2
)

.

Îòñþäà x2+y2+z2 > 4S2

a2+b2+c2
. Ýòî è åñòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Îíî äîñòèãàåòñÿ ïðè

x
a
= y

b
= z

c
.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà D íàõîäèòñÿ âíóòðè öåíòðàëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

3. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìóì íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè òî÷êà D íàõîäèòñÿ íå â öåíòðàëüíîì òðåóãîëü-

íèêå, à â îäíîé èç òðåõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ îáëàñòåé. Åñëè ïðåäïîëîæèòü îáðàòíîå, òî ìîæíî ïîñòà-

âèòü â ñîîòâåòñòâèå ýòîé òî÷êå êàêóþ-òî òî÷êó âíóòðè öåíòðàëüíîãî òðåóãîëüíèêà, äëÿ êîòîðîé

ñóììà êâàäðàòîâ áóäåò ìåíüøå.

Ïî äðóãîìó îáúÿñíèòü �àêò î òîì, ÷òî ìèíèìóì íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ, åñëè òî÷êà D íàõîäèòñÿ

íå â öåíòðàëüíîì òðåóãîëüíèêå, à â îäíîé èç òðåõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ îáëàñòåé ìîæíî òàê: Ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà áóäåò ðàâíà (íàïðèìåð, êîãäà ìû íàõîäèìñÿ â æåëòîé îáëàñòè íàïðîòèâ

ñòîðîíû c) (ax + by − cz)/2, îöåíêà íà ñóììó êâàäðàòîâ ïîëó÷èòñÿ ðîâíî òàêàÿ æå ïî íåðà-

âåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà âûøå, íî äîñòèæèìà îíà òîëüêî åñëè x, y îäíîãî çíàêà,

à z � äðóãîãî, ÷òî íåâîçìîæíî.

4. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàâíî

4S2

a2+b2+c2
. Ïðè äàííûõ ÷èñëîâûõ äàííûõ ïîëó÷èì

ïîñëåäîâàòåëüíî:



a. êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ:

(

6
5 ;

17
5

)

, (0; 1) , (2; 1);

b. äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà: a = 6
√
5

5 ; b = 4
√
10
5 ; c = 2;


. ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà: S = 1
2 · 2 ·

(

17
5 − 1

)

= 12
5 .

d. Òîãäà èñêîìûé ìèíèìóì ðàâåí

4·144
25·( 36

5
+ 32

5
+4)

= 72
55 ≈ 1, 31.

5. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé äî òðåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà îò

òî÷êè âíóòðè òðåóãîëüíèêà � êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ïëàíèìåòðèè. Òî÷êà D, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ

ìèíèìóì, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ëåìóàíà.

Îòâåò: 1, 31.

2-1. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíå-

íèÿìè y − 2x − 1 = 0, y − 7 + 3x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 2x− 1) (y − 7 + 3x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

Îòâåò: 1,31.

2-2. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíå-

íèÿìè y − 3x − 1 = 0, y − 5 + 2x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 3x− 1) (y − 5 + 2x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

Îòâåò: 1,31.

2-3. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíå-

íèÿìè y − 2x − 1 = 0, y − 9 + 4x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 2x− 1) (y − 9 + 4x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

Îòâåò: 1,39.

2-4. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíå-

íèÿìè y − 4x − 1 = 0, y − 5 + 2x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 4x− 1) (y − 5 + 2x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

Îòâåò: 1,39.

2-5. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíåíè-

ÿìè y − 2x − 1 = 0, y − 13 + 3x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 2x− 1) (y − 13 + 3x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

Îòâåò: 5,24.



2-6. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíå-

íèÿìè y − 3x − 1 = 0, y − 9 + 2x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 3x− 1) (y − 9 + 2x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

Îòâåò: 5,24.

2-7. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíåíè-

ÿìè y − 2x − 1 = 0, y − 17 + 4x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 2x− 1) (y − 17 + 4x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

Îòâåò: 5,57.

2-8. Òî÷êè A, B è C ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì, çàäàííûì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíå-

íèÿìè y − 4x − 1 = 0, y − 9 + 2x = 0 è y − 1 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà D ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,

çàäàííîìó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy íåðàâåíñòâîì

(y − 4x− 1) (y − 9 + 2x) (y − 1) > 0.

Íàéäèòå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå AD2 +BD2 + CD2
.

Îòâåò: 5,57.

III. Çàäàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a > 1 è b > 1. �åêóððåíòíî îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

x0 = 0, x1 = 1,
x2k = a · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = b · x2k − x2k−1. (1)

Íàéòè ÍÎÄ (xm, xs), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.

Îáùèé îòâåò: ÍÎÄ (xp, xq) = x
ÍÎÄ (p,q), ïîýòîìó, íàïðèìåð, ÍÎÄ (x2023, x2527) = x7, òàê êàê 2023 =

7 · 172, 2527 = 7 · 192.

�åøåíèå. 1. Ïîëó÷èì ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó:

xk+2 = (ab− 2)xk − xk−2.

Äåéñòâèòåëüíî, èç �îðìóë (1) èìååì:

x2k = a · x2k−1 − x2k−2 = a · (b · x2k−2 − x2k−3)− x2k−2 = (ab − 1)x2k−2 − a · x2k−3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, a · x2k−3 = x2k−2 + x2k−4, îòêóäà

x2k = (ab− 2)x2k−2 − x2k−4.

Àíàëîãè÷íî,

x2k+1 = b · x2k − x2k−1 = b(a · x2k−1 − x2k−2)− x2k−1 = (ab− 1)x2k−1 − b · x2k−2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b ·x2k−2 = x2k−1+x2k−3, ïîëó÷àåì èñêîìîå ñîîòíîøåíèå è äëÿ íå÷åòíûõ èíäåêñîâ:

x2k+1 = (ab− 2)x2k−1 − x2k−3.



2. Äîêàæåì, ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî n ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó

a · xk+2n = x2n+2 · xk − x2n · xk−2

Äîêàçàòåëüñòâî.

a. Ïðè n = 0 áàçà èíäóêöèè âåðíà: a · xk = x2 · xk, òàê êàê x2 = a.

b. Ïóñòü �îðìóëà

a · xk+2j = x2n+2 · xk − x2j · xk−2

ñïðàâåäëèâà ïðè âñåõ j 6 n.


. Ïðè j = n+ 1 ïîëó÷àåì

a · xk+2n+2 = a · x(k+2)+2n = x2n+2 · xk+2 − x2n · xk.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó �îðìóëó

x2n+2 =
x2n+4 + x2n

ab− 2
, xk+2 = (ab− 2)xk − xk−2,

ïîëó÷àåì

a · xk+2n+2 = a · x(k+2)+2n = x2n+4 · xk − x2n · xk−2,

÷òî ñîâïàäàåò ñ äîêàçûâàåìîé �îðìóëîé äëÿ j = n+ 1.

3. Òîãäà

ÍÎÄ (xk+2, xk) = ÍÎÄ ((ab − 2)xk − xk−2, xk) = ÍÎÄ (xk, xk−2) = . . . =

= ÍÎÄ (x2, x0) = a äëÿ ÷åòíîãî k,

= ÍÎÄ (x3, x1) = 1 äëÿ íå÷åòíîãî k.

Äëÿ ÷èñåë îäíîé ÷åòíîñòè p < q ïîëîæèì n = q−p
2 . Òîãäà

a xq = a xp+2n = x2n+2 xp − x2n xp−2

è ïîýòîìó (xq , xp) = (xq−p, xp) (ó÷èòûâàÿ ÷òî äëÿ ÷åòíûõ k, xk äåëèòñÿ íà a, à äëÿ íå÷åòíûõ �

íå äåëèòñÿ).

Îòêóäà (xq, xp) = x(q,p) òîëüêî äëÿ ÷¼òíûõ ÷èñåë p è q. Íî ñåé÷àñ äîêàæåì, ÷òî ýòî âåðíî è äëÿ

÷èñåë p è q � ðàçíîé ÷¼òíîñòè.

4a. Ïóñòü òåïåðü p � íå÷åòíîå ÷èñëî. Äîêàæåì, ÷òî x2p íàöåëî äåëèòñÿ íà xp. Äåéñòâèòåëüíî,

ax2p+1 = xp+3xp − xp+1xp−2

è

ax2p+1 = a(bx2p − x2p−1) = abx2p − xp+1xp + xp−1xp−2.

Ïîýòîìó

abx2p = (xp+3 + xp+1)xp − (xp+1 + xp−1)xp−2 = axp+2xp − axpxp−2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî bx2k = x2k+1 + x2k−1, ïîëó÷àåì, ÷òî

bx2p = (xp+2 − xp−2)xp = ((xp+2 + xp)− (xp−2 + xp))xp = b(xp+1 − xp−1)xp,

à ïîýòîìó xp | x2p.

4b. Ïóñòü p è k � íå÷åòíûå ÷èñëà. Èç ðàâåíñòâà ax(k+1)p = x(k−1)p+2x2p − x2p−2x(k−1)p è èíäóêöèè

âûòåêàåò, ÷òî x(k+1)p íàöåëî äåëèòñÿ íà x2p. Ïîëó÷àåì

(axkp, x2p) = (x(k−1)p+2xp − x(k−1)pxp−2, x2p) = (x(k−1)p+2xp, x2p).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (x(k−1)p+2, x2p) = x2 = a, ïîëó÷àåì (xkp, x2p) = xp.



4
. Íàêîíåö, ïóñòü p è q ÷èñëà ðàçíîé ÷åòíîñòè, à èìåííî p � íå÷åòíîå, q � ÷åòíîå. Ïóñòü d = (p, q) è
k = p/(p, q). Ïî äîêàçàííîìó èìååì (x2p, xq) = x2d. Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî x2p íàöåëî äåëèòñÿ íà xp,

ïîëó÷àåì (xp, xq) = (xp, x2p, xq) = (xp, x2d) = (xkd, x2d) = xd.

Îòêóäà (xq , xp) = x(q,p) óæå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë p è q.

Îòâåò:

3.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 2 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 3 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x1428, x1716), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 1560

3.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 2 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 3 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x1694, x1274), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 5822

3.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 3 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 2 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x1672, x1768), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 168

3.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 3 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 2 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x1092, x3876), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 2340

3.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 3 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 4 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x1734, x2166), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 297

3.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 3 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 4 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x1352, x2312), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 2940

3.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 4 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 3 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x616, x936), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 3920



3.8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 2 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 5 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x616, x936), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 992

3.9. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 5 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 2 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x1496, x1456), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 2480

3.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë çàäàíà ðåêóððåíòíî: x0 = 0, x1 = 1,

x2k = 2 · x2k−1 − x2k−2, x2k+1 = 7 · x2k − x2k−1.

Íàéòè ÍÎÄ (x1122, x1596), ãäå ÍÎÄ (a, b) ýòî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è b.
Îòâåò: 286


